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   Резюме. В данной работе  рассматривается негладкая вариационная задача 
типа Гурса-Дарбу специального вида и получено необходимое и достаточное условие 
оптимальности ее решения. Сначала изучается выпуклая вариационная задача типа 
Гурса-Дарбу специального вида, а с ее помощью изучается невыпуклая вариационная 
задача типа Гурса-Дарбу специального вида. 
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 1.Введение 
 
      Методика, использованная в работе, впервые была применена автором к 
одно переменной вариациoнной задаче в классе абсолютно непрерывных 
функций(см.[12]). Та же методология автором была применена к большому 
числу вариационных задач с многими переменными (см. [8,9,11,13,14]). 
Вариациoнная задача типа Гурса-Дарбу в классе двумерных абсолютно 
непрерывных функций рассматривалась в работах [8,11] и [1]. В 
рассматриваемой работе вариациoнная задача типа Гурса-Дарбу 
рассматривается в подпространствах класса двумерных абсолютно 
непрерывных функций. В выпуклой вариационной задаче типа Гурса-Дарбу 
сначала рассматривается возмущенная задача, с ее помощью строится 
двойственная задача, иcпользуется субдифференциал функционала 
специального вида в пространстве абсолютно непрерывных и двумерных 
абсолютно непрерывных функций и, наконец, с ее помощью получается 
необходимое и достаточное условие. Такая методология также используется 
в третьей и четвертой главах книги [15].Однако при решении конкретного 
вопроса необходимо рассматривать обобщения этой методологии. 
Вариационная задача типа Гурса-Дарбу играет важную роль при 
исследовании экстремальной задачи для дифференциального включения типа 
Гурса-Дарбу (см.[8]). Настоящая работа является развитием работы [8] 
автора. 
       Работа состоит из трех разделов. Во втором разделе рассматривается 
выпуклая вариациионная задача типа Гурса-Дарбу специального вида, 

* Работа была представлена на семинаре Института Прикладной Математики БГУ 05.03.2024 
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рассматривается возмущенная задача, с ее помощью строится двойственная 
задача, иcпользуя субдифференциал функционала специального вида в 
пространстве абсолютно непрерывных и двумерных абсолютно непрерывных 
функций получено необходимое и достаточное условие оптимальности 
решения вариационной задачи. В третьем разделе рассматривается 
невыпуклая вариациионная задача типа Гурса-Дарбу специального вида, 
используя субдифференциал Кларка, получено необходимое условие 
экстремума. 
       Если ∞≤≤ p1 , ,Rd n∈  ],T,0[L)(x n

p∈⋅  ]S,0[L)(y n
p∈⋅  и ])S,0[]T,0([L)(z n

p ×∈⋅ ,  
то множество функции которые имеют вид   

                           ∫ ∫∫∫ ντντ+νν+ττ+=
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)s,t(z)s,t(u ts = . 
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1 × , называется 

двумерной абсолютно непрерывной функцией.  
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         Из определения следует, что функция )s,t(u  однозначно определяется 
через ,Rd n∈  ],T,0[L)(x n

p∈⋅  ]S,0[L)(y n
p∈⋅  и ])S,0[]T,0([L)(z n

p ×∈⋅ . Поэтому 
функция )s,t(u  обозначается через ))(z),(y),(x,d( ⋅⋅⋅ . Отсюда следует, что 
между сопряженным пространством пространства ])S,0[]T,0([An

p ×  и сопря-

женным пространством пространства ])S,0[]T,0([L]S,0[L]T,0[LR n
p

n
p

n
p

n ××××  
имеется взаимно однозначное соответствие. Поэтому существуют  

])S,0[]T,0([L]S,0[L]T,0[LR))(),(b),(a,c( n
p

n
p
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n ××××∈⋅υ⋅⋅ ′′′ , 1p
1

p
1 =+ ′ , такие, что 

каждый линейный непрерывный функционал ∗ν на ])S,0[]T,0([An
p × , ∞<≤ p1 , 

(т.е. ∗∗ ×∈ν ])S,0[]T,0([An
p ) имеет вид:   

           ∫ ∫∫∫ υ+++=ν∗
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t dtds))s,t(u)s,t((ds))s,0(u)s(b(dt))0,t(u)t(a())0,0(uc()u( , 

где )ba( скалярное произведение в  nR . Для простоты функционал ∗ν  

обозначается через ))(),(b),(a,c( ⋅υ⋅⋅ , т.е.  ))(),(b),(a,c( ⋅υ⋅⋅=ν∗ . 
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Символом ]T,0[Wn
1,p  обозначается банахово пространство абсолютно 

непрерывных отображений отрезка  ]T,0[   в  nR , первая  производная 
которых принадлежит ]T,0[Ln

p . 
Пусть D  метрическое пространство. Через )D(frm обозначается 

векторное пространство всех мер Радона в D (см.[2, c.65]). 
        В дальнейшем равенства и включения, связанные с измеримыми 
функциями или отображениями понимаются как почти всюду.  
 
        2. Выпуклая вариационная задача типа Гурса-Дарбу   
  

       Пусть ∞+→×× RR]S,0[]T,0[:f n2
0 , ∞+→×ϕ RR]T,0[: n2

1 , ∞+→×ϕ RR]S,0[: n2
2  

выпуклые нормальные интегранты, ∞+→ RR:q n4
 выпуклая функция, )s,t(A1  и 

)s,t(A2   непрерывные nn ×  матрицы, ∞<≤ p1 . 
        Рассмотрим минимизации функционала    
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Ясно, что  Ф -выпуклый функционал по )z,u(  и  )u(J)0,u(Ф = . Для любого  

])S,0[]T,0([A)(z n
p ×∈⋅  рассмотрим задачу минимизации 

                                                )z,u(Фinf
])S,0[]T,0([Au n

p ×∈
.                                      (2) 

Задача (2) называется возмущением задачи (1). Задача 
                                             )}z,0(Ф{sup

])S,0[]T,0([Az n
p

∗∗

×∈
−

∗∗
,                               (3) 

называется двойственной к (1) по отнощению к заданной функции Ф . Легко 
проверяется, что  )0,u(Фinf)}z,0(Ф{sup

])S,0[]T,0([Au])S,0[]T,0([Az
n
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×∈
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×∈
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. Но особый 

интерес представляет равенство 
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                     )0,u(Фinf)}z,0(Ф{sup

])S,0[]T,0([Au])S,0[]T,0([Az
n
pn

p
×∈
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×∈
=−
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.                   (4) 

Положим ])}S,0[]T,0([Au:)z,u(Фinf{)z(h n
p ×∈= . По предложению 2.5[6]  h  

выпуклая функция. Задача (1) называется стабильной, если )0(h  конечно и h  
субдифференцируема в нуле. Из предложения 3.2.2 и замечания 3.2.3[15]  
следует, что если задача (1) стабильна, то соотношение (2.4) удовлетворяется 
и задача (3) имеет, по меньшей мере, одно решение. 

 Отметим, что каждый линейный непрерывный функционал ∗ν на  
])S,0[]T,0([An

p × , ∞<≤ p1 , ( т.е. ∗∗ ×∈ν ])S,0[]T,0([An
p ) имеет вид:   
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        Пусть  u  являлась точкой минимума функционала )u(J  на пространстве 

])S,0[]T,0([A n
p × , т.е. )u(J  конечна и )u(J)u(J ≤  при  ])S,0[]T,0([Au n
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         Рассмотрим равенство, которое используется при доказательстве 

теоремы 2.1. Положив T
t=τ , S

s=ν , из теоремы  2.1.1 и следствия 2.1.1[8]  
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          Если  nR⊂Ω ,  то обозначим   
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           Теорема 2.1. Пусть ∞+→×× RR]S,0[]T,0[:f n2
0 , ∞+→×ϕ RR]T,0[: n2

1 , 
∞+→×ϕ RR]S,0[: n2

2  выпуклые нормальные интегранты, ∞+→ RR:q n4
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функция. Для того чтобы u  являлась точкой минимума функционала )u(J  на 
пространстве ])S,0[]T,0([An
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Лебеговское разложение mλ,  и  ν  соответственно, n])S,0[]T,0([E ×⊂ , 
n

1 ]T,0[E ⊂ , n
2 ]S,0[E ⊂ -Борелевские множества.  

        Доказательство.   Достаточность теоремы непосредственно проверяется. 
      Необходимость.  Рассмотрим возмущением задачи  (1).  Поэтому 
рассмотрим функционал  
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субдифференцируема в нуле, то есть задача ])}S,0[]T,0([Au:)u(Jinf{ n
p ×∈  

стабильна. По предложению 8.3.4 [4, с.360] функционал  

++++= ∫ ∫
T

0

S

0
tss2t10321210 tdss))d(t,u~s)(t,u~s)(t,As)(t,u~s)(t,As),z(t,s)(t,u~s,(t,f)c,c,c,z,z(z,J

),c)S,T(u~,c)S,0(u~,c)0,T(u~),0,0(u~(q

s))ds(0,u~(s),zs)(0,u~(s,(t,0))dtu~(t),z(t,0)u~(t,

321

S

0
s22

T

0
t11

++++

++ϕ++ϕ+ ∫∫

 
непрерывен на  n3nnn R])S,0([C])T,0([C])S,0[]T,0([C ××××  в точке нуль. Множество 

])S,0[]T,0([A n
p × , ∞<≤ p1 , с нормой )s,t(umaxu

]S,0[]T,0[)s,t(Cn
p ×∈
=   обозначим через 

])S,0[]T,0([Cn
p × . Легко проверяется, что cсуществует число 0)S,T(k >  такое, что 

n
p

n
p AC )(u)S,T(ku ⋅≤  при ])S,0[]T,0([Au n

p ×∈ . Так как 

n
p

nnn ACCC )(z)S,T(k3)s,t(z)s,0(z)0,t(z ⋅≤++  при ])S,0[]T,0([Az n
p ×∈ , то 

функционал  
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++++= ∫ ∫

T

0

S

0
tss2t101 tdss))d(t,u~s)(t,u~s)(t,As)(t,u~s)(t,As),z(t,s)(t,u~s,(t,f(z)J

 

    ))S,T(z)S,T(u),S,0(z)S,0(u~),0,T(z)0,T(u~),0,0(u~(q

s))ds(0,u~s),z(0,s)(0,u~(s, (t,0))dtu~z(t,0),(t,0)u~(t,
S

0
s2

T

0
t1

++++

++ϕ++ϕ+ ∫∫

 
непрерывен в точке нуль относительно топологии  ])S,0[]T,0([An

p × .  Из 

выпуклости и непрерывности  (z)J1  в нуле следует, что существуют такие  

0>α   и  M , что  M(u)J1 ≤  при  
}:{ α≤∈∈ n

pA
n
p zAzu

. Если  
n
pAz∈ , 

α≤n
pA

z
, то  положив  s)z(t,s)(t,u~s)(t,uz −=   получим, что 

                             M)z(J)z,u(Ф])}S,0[]T,0([Au:)z,u(Фinf{)z(h 1z
n
p ≤−=≤×∈= . 

 Используя  предложение 1.5.2 [15, с.31]  отсюда  следует, что h
субдифференцируема в точке нуль. Поэтому из  замечания 3.2.3  и из 
предложения 3.2.4 [15, с. 60, 62]  вытекает, что  все решения  )(u ⋅  задачи  

])}S,0[]T,0([Au:)u(Jinf{ n
p ×∈  и  все решения  ))(v),(v),(v(v 21 ⋅⋅⋅−=− ∗   задачи  

})A(v~:)v~,0(sup{ n
p

* ∗∗∗ ∈Φ−  связаны экстремальным соотношением 

      0)v,0()0,u( * =−Φ+Φ ∗  .                                                          (5) 
По  определению 

 −−−−=−Φ ∫ ∫∫∫
∈∈

∗
T

0

S

0
ts

S

0
s2

T

0
t1

Az,Au

* dtds))s,t(z)s,t(v(ds))s,0(z)s(v(dt))0,t(z)t(v({sup)v,0(
n
p

n
p

 

−+++++− ∫ ∫
T

0

S

0
tstsss2tt10 tdss))d(t,zs)(t,us))(t,zs)(t,s)(u(t,As))(t,zs)(t,s)(u(t,As),u(t,s,(t,f            

=−

−+ϕ+ϕ− ∫∫

))}S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(q

s))ds(0,zs)(0,us),u(0,(s,- (t,0))dtz(t,0)uu(t,0),(t,
S

0
ss2

T

0
tt1       
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++=−

−+ϕ+ϕ−

−+++++−

−+−+−+−

−++=
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∫∫

∫ ∫

∫ ∫∫∫

∫ ∫∫∫

×∈
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S
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ss2
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0
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T
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S
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S
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ss2

T
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T

0

S

0
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S

0
s2

T

0
t1

Az]),S,0[]T,0([Au

ds))s,0(u)s(v(dt))0,t(u)t(v({sup))}S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(q

s))ds(0,zs)(0,us),u(0,(s,- (t,0))dtz(t,0)uu(t,0),(t,

tdss))d(t,zs)(t,us))(t,zs)(t,s)(u(t,As))(t,zs)(t,s)(u(t,As),u(t,s,(t,f

dtds)s)(t,zs)(t,u)s,t(v(ds))s,0(z)s,0(u)s(v(dt))0,t(z)0,t(u)t(v(

dtds)s)(t,u)s,t(v(ds))s,0(u)s(v(dt))0,t(u)t(v({sup

n
p

n
p

n
p

 
−++−−

−−−++

∫ ∫∫ ∫

∫∫∫ ∫
×∈

T

0

S

0
tss2t10

T

0

S

0
ts

S

0
s2

T

0
t1

])S,0[]T,0([Az

T

0

S

0
ts

tdss))d(t,zs)(t,s)z(t,As)(t,s)z(t,As),u(t,s,(t,fdtds)s)(t,z)s,t(v(

ds))s,0(z)s(v(dt))0,t(z)t(v({supdtds)s)(t,u)s,t(v(
n
p  

=−ϕϕ− ∫∫ ))}S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(q}s))ds(0,zs),u(0,(s,- (t,0))dtzu(t,0),(t,
S

0
s2

T

0
t1  

++= ∫∫
×∈

S

0
s2

T

0
t1

])S,0[]T,0([Au
ds))s,0(u)s(v(dt))0,t(u)t(v({sup

n
p

 

 −−−++ ∫∫∫ ∫
⋅⋅ω⋅⋅

S

0
22

T

0
11

))y(),(),(y),(y(

T

0

S

0
ts ds))s(y)s(v(dt))t(y)t(v({supdtds)s)(t,u)s,t(v(

21

 

  −ϕ−ω−− ∫∫ ∫∫ ∫
T

0
11

T

0

S

0
0

T

0

S

0
(t))dtyu(t,0),(t,tdss))d(t,s),u(t,s,(t,fdtds)s)y(t,)s,t(v(  

))},S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(q}))y(),(),(y),(y(.),u((s))dsys),u(0,(s,- 21M

S

0
22 −⋅⋅ω⋅⋅δ−ϕ∫

где  ]T,0[L)(y n
p1 ∈⋅ , ]S,0[L)(y n

p2 ∈⋅ , ])S,0[]T,0([L)(y),( n
p ×∈⋅⋅ω ,  

])}S,0[]T,0([A])S,0[]T,0([A))(z(.),u(

:)s)(t,zs),(t,zs)(t,s)z(t,As)(t,s)z(t,A),s,0(z),0,t(z(.),u{(M
n
p

n
p

tstss2t1st

×××∈⋅

++=
.  

Из условия z)s,f(t,zcs)(t, p ≤−α , x)(t,xc(t) 1
p ϕ≤−ν , y)(s,yc(s) 2

p ϕ≤−β  при 
n2Rz∈ , n2Rx∈ , n2Ry∈  и из  леммы Фату (см. [3], c.97)  следует, что 

функционал 

   
))S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(q

(s))dsys),u(0,(s, (t))dtyu(t,0),(t,tdss))d(t,s),u(t,s,(t,f
S

0
22

T

0
11

T

0

S

0
0

+

+ϕ+ϕ+ω ∫∫∫ ∫  

является полу непрерывным снизу в  
])S,0[]T,0([L]S,0[L]T,0[L])S,0[]T,0([A n

p
n
p

n
p

n
p ×××××  относительно переменной 

))(),(y),().y(u( 21 ⋅ω⋅⋅⋅ . 
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 По теореме 4.4.11[7]  существуют  ]T,0[L)(a n
p′∈⋅ , ]S,0[L)(b n

p′∈⋅ , 

])S,0[]T,0([L)(p),(p n
p1 ×∈⋅⋅ ′  такие, что 

      
+−+

++=−Φ

∫ ∫

∫∫
×∈

∗

))S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(qdtds)s)(t,u)s,t(v(

ds))s,0(u)s(v(dt))0,t(u)t(v({sup)v,0(

T

0

S

0
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S

0
s2

T

0
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])S,0[]T,0([Au

*
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      −+−+−+ ∫∫
⋅⋅ω⋅⋅

S

0
22

T

0
11

))y(),(),(y),(y(
ds))s(y)s(b)s(v(dt))t(y)t(a)t(v({sup

21

        

      
}(s))dsys),u(0,(s,(t))dtyu(t,0),(t,

tdss))d(t,s),u(t,s,(t,fdtds)s)(t,)s,t(p(dtds)s)y(t,)s,t(p)s,t(v(

S

0
22

T

0
11

T

0

S

0
0

T

0

S

0

T

0

S

0
1

∫∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

ϕ−ϕ−

−ω−ω−+−

 

и   ++ ∫∫
×∈⋅

S

0
s

T

0
t

])S,0[]T,0([A)(z
ds))s(b)s,0(z(dt))t(a)0,t(z({sup

n
p

 

 ,0}dtds))s,t(p)s)(t,z(dtds))s,t(p)s)(t,zs)(t,s)z(t,As)(t,s)z(t,A(
T

0

S

0

T

0

S

0
1tstss2t1 =++++ ∫ ∫ ∫ ∫  

где  ]T,0[L)(y n
p1 ∈⋅ , ]S,0[L)(y n

p2 ∈⋅ , ])S,0[]T,0([L)(y),( n
p ×∈⋅⋅ω . Из первого 

соотношения следует, что  )s,t(v)s,t(p1 −=   и  из второго соотношения 
следует, что 

0dtds))s,t(v)s)(t,z(

dtds))s,t(p)s)(t,zs)(t,s)z(t,As)(t,s)z(t,A(ds))s(b)s,0(z(dt))t(a)0,t(z(

T

0

S

0
ts

T

0

S

0
tss2t1

S

0
s

T

0
t

=−

−++++

∫ ∫

∫ ∫∫∫
 

при  ])S,0[]T,0([A)(z n
p ×∈⋅ . Ясно, что 

+−ννν=

=++

+=++

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∗∗ dt))ds)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A(ds)(t,z(

dtds))s,t(p)s,t(z(dtds))s,t(ps)(t,s)z(t,A(

dtds))s,t(ps)(t,s)z(t,A(dtds))s,t(p)s)(t,zs)(t,s)z(t,As)(t,s)z(t,A(

s

0

S

0
11

T

0

S

0
t

T

0

S

0
ts

T

0

S

0
s2

T

0

S

0
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T

0

S

0
tss2t1
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+−τττ+
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∗
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S
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S
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ts
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S
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−+ννν−ννν− ∫∫∫ ∫∫ ∫ ∗∗∗ ds)dt)s,t(ps)(t,A)s,0(z(dtds)d),t(p)(t,Ad),t(p)(t,As)(t,z(
T
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S

0
s

s

0

S

0
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T

0

S
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ts  
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  ,dtds))s,t(p)s,t(z(dtds)d)s,(ps),(Ad)s,(ps),(As)(t,z(
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S

0
ts

t
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22

T
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S

0
ts ∫ ∫∫ ∫∫ ∫ +τττ−τττ− ∗∗  

где ∗A обозначает транспонирование матрицы A . Тогда получим, что 
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Отсюда следует, что  ∫ ∗−=
S

0
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T

0
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Поэтому получим, что       
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11
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Тогда по предложению 8.3.2[4] имеем, что 
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−−ϕ−−
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получим, что  существует функция ])S,0[]T,0([L)(p n
p ×∈⋅ ′ , где  
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такая, что )v(J)v,0( 2
* ∗∗∗ =−Φ . Из соотношения (5) следует, что 0)u(J)v(J2 =+∗∗ . 

По условию из предложения 2.5 (см.[6, с.28]) следует, что  )u(Ju 2→  
выпуклый функционал. Тогда используя неравенство Юнга-Фенхеля (см.[4, 
с.183]) получим, что  
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        Из первого равенства следует, что  )u(Jv 2∂∈∗ . Из второго равенства 
имеем 
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s)).(0,us),(0,u(s,))s,0(udt)s,t(ps)(t,A)s(v()dt)s,t(ps)(t,A(s)vs),(0,u(s, s2s

T

0
22

T

0
22

0
2 ϕ+−=−ϕ ∫∫ ∗∗  
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Так как  для любого ])S,0[]T,0([L)(p~ n

p ×∈⋅ ′ ,  ]T,0[L)(z n
p1 ′∈⋅   и  ]S,0[L)(z n

p2 ′∈⋅   
верны соотношения 

                 
,))s,t(u~)s,t(u~)s,t(A)s,t(u~)s,t(Ay,s)(t,u~s,(t,f

))s,t(p~)s,t(u~)s,t(u~)s,t(A)s,t(u~)s,t(A(s))(t,p~y;s)(t,u~s,(t,f

tss2t10

tss2t1
0
0

++++

+++≤+  

                  ,(t,0))u~y,(t,0)u~(t,))t(z)0,t(u~())t(z;y)0,t(u~,t( t11t1
0
1 +ϕ+≤+ϕ  

         s))(0,u~y,s)(0,u~(s,))s(z)s,0(u~())s(z;y)s,0(u~,s( s22s2
0
2 +ϕ+≤+ϕ  

при ry,Ry n ≤∈  и  число )~(2 uJ  конечно, то по условию имеем, что  для 

функционала  )u(J 2 удовлетворяются условия  теоремы  6.1[10].  Применяя 
теорему 6.1[10]   к  )u(J 2  в точке  u   получим справедливость теоремы 2.1. 

           Замечание 2.1. Если ∞+→×× RR]S,0[]T,0[:f n2
0 , ∞+→×ϕ RR]T,0[: n2

1 , 
∞+→×ϕ RR]S,0[: n2

2  нормальные интегранты, ∞+→ RR:q n4
 собственная 

функция и выполняются соотношения 1)-12) теоремы 2.1,  то  u  также 
является точкой минимума функционала )u(J 0  на пространстве 

])S,0[]T,0([An
p × , ∞<≤ p1 . 

         Замечание 2.2.  Если 0)s,t(A1 = , 0)s,t(A2 = , то  из равенства 

)s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

T

0
22

s

0

S

0
11 +−τττ+−ννν= ∫ ∫∫ ∫ ∗∗∗∗  

следует, что )s,t(v)s,t(p =  при ]S,0[]T,0[)s,t( ×∈ .  Если 0)s,t(A1 = , 0)s,t(A2 = , то 
положив )s,t(v)s,t(p =  из теоремы 2.1 можно получить необходимое и 
достаточное условие для минимизации функционала )u(J   в пространстве 

])S,0[]T,0([An
p × , где ∞<≤ p1 . 

         Теорема 2.2. Пусть ∞+→×× RR]S,0[]T,0[:f n2
0 , ∞+→×ϕ RR]T,0[: n2

1 , 
∞+→×ϕ RR]S,0[: n2

2  выпуклые нормальные интегранты, ∞+→ RR:q n4
 выпуклая 

функция. Для того чтобы u  являлась точкой минимума функционала )u(J  на 
пространстве ])S,0[]T,0([An

p × , ∞<≤ p1 , достаточно, а если при )s,t(u)s,t(u~ =  
удовлетворяются условия теоремы 2.1 и необходимо, чтобы нашлись 

функции ])S,0[]T,0([L)(p n
p ×∈⋅ ′ , ])S,0[]T,0([A)(v n

1 ×∈⋅ , ]T,0[W)(v n
1,11 ∈⋅ ,  

]S,0[W)(v n
1,12 ∈⋅   и  const)S,t(v)s,T(v ==    

при   ]T,0[t ∈ ,  ]S,0[s∈   такие, что  

        1)  ))s,t(ps),(t,us,(t,f)s,t(v 0
0ts ∂∈ ,    

       2)  ),s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

T

0
22

s

0

S

0
11 +−τττ+−ννν= ∫ ∫∫ ∫ ∗∗∗∗     
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        3)    
)),(s)(t,)((t,0),u(t,)()0,(

0
11

0
11 ∫ ∗−∂∈−

S

t dsstpAtvtvtv ϕ

,        

       4)  
)),(s)(t,)(s),(0,u(s,)(),0(

0
22

0
22 ∫ ∗−∂∈−

T

s dtstpAsvsvsv ϕ

, 
     5) ∈−−−− ))S,T(v),S,0(v)S(v),0,T(v)T(v),0(v)0(v)0,0(v( 2121  
          )),S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(q∂∈  
     6) +++= )s)(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,A)s,t(p(s))p(t,s),(t,us,(t,f tss2t1

0
0  

         s)),(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,As),(t,us,(t,f tss2t10 +++  

    7)   =−ϕ ∫ ∗ )ds)s,t(ps)(t,A(t)v(t,0),u(t,
S

0
11

0
1  

         (t,0))u(t,0),u(t,))0,t(uds)s,t(ps)(t,A)t(v( t1t

S

0
11 ϕ+−= ∫ ∗ , 

    8)   =−ϕ ∫ ∗ )dt)s,t(ps)(t,A(s)vs),(0,u(s,
T

0
22

0
2  

          s))(0,us),(0,u(s,))s,0(udt)s,t(ps)(t,A)s(v( s2s

T

0
22 ϕ+−= ∫ ∗ . 

     Доказательство.   Достаточность теоремы непосредственно проверяется. 
      Необходимость.   Если положив  )s,t(u)s,t(u~ = , то теорема 2.2 доказывается 
аналогично теореме 2.1.  Аналогично теореме 2.1 проверяется для 

функционала )(2 uJ удовлетворяются условия теоремы 6.2[12].   Применяя 

теорему 6.2[14]  к  )(2 uJ  в точке u  получим, что существуют 

])S,0[]T,0([L)(p n
p ×∈⋅ ′ , ])S,0[]T,0([A)(v n

1 ×∈⋅ , ]T,0[W)(v n
1,11 ∈⋅ ,  ]S,0[W)(v n

1,12 ∈⋅  и 
const)S,t(v)s,T(v ==   при  ]T,0[t ∈ , ]S,0[s∈   такие, что выполняются 

соотношения 1)-8)  теоремы  2.2. 
        Пусть X  и Y  банаховы пространства и  ∞+→× RYX:g  собственная 
выпуклая функция. Положим  }Yy:)y,x(gy,yinf{)y,x(g0 ∈+= ∗∗  при ∗∗ ∈Yy . 

Из предложения 2.5[6] следует, что  )y,x(gx ∗∗→  выпуклая функция.  
Лемма 2.1. Если ∞+→× RYX:g  собственная выпуклая функция, то 

)y,x(g)y,x( 00∂∈∗∗  в том и только в том случае, когда )y,x(gx 0
0 ∗∗ −∂∈  и  

)y,x(gy,y)y,x(g 0000
0 +−=− ∗∗ . 

Используя лемму 2.1  теоремы  2.2  можно написать в следующем виде. 

         Теорема 2.3. Пусть ∞+→×× RRSTf n2
0 ],0[],0[: , ∞+→× RRT n2

1 ],0[:ϕ , 
∞+→×ϕ RR]S,0[: n2

2  выпуклые нормальные интегранты, ∞+→ RR:q n4
 

выпуклая функция. Для того чтобы u  являлась точкой минимума 
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функционала )u(J  на пространстве ])S,0[]T,0([An
p × , ∞<≤ p1 , достаточно, а 

если при )s,t(u)s,t(u~ =  удовлетворяются условия теоремы 2.1 и необходимо, 
чтобы нашлись функции ])S,0[]T,0([L)(p n

p ×∈⋅ ′ , ])S,0[]T,0([A)(v n
1 ×∈⋅ , 

]T,0[W)(v n
1,11 ∈⋅ ,  ]S,0[W)(v n

1,12 ∈⋅   и  const)S,t(v)s,T(v ==   при  ]T,0[t∈ ,  ]S,0[s∈   
такие, что  
   1)  s))(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,As),(t,us,(t,f))s,t(p,)s,t(v( tss2t10ts ++∂∈− ,    

  2) ),s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

T

0
22

s

0

S

0
11 +−τττ+−ννν= ∫ ∫∫ ∫ ∗∗∗∗  

  3)    
(t,0))u(t,0),u(t,))(),(s)(t,),()0,(( t11

0
11 ϕ∂∈−− ∫ ∗ tvdsstpAtvtv

S

t 

,        

   4)  
s))(0,us),(0,u(s,))(),(s)(t,),(),0( s2

0
222 ϕ∂∈−− ∫ ∗

T

s svdtstpAsvsv 

, 
 5) ∈−−−− )),(),,0()(),0,()(),0()0()0,0(( 2121 STvSvSvTvTvvvv  
           )),(),,0(),0,(),0,0(( STuSuTuuq∂∈ . 

3. О минимизации  невыпуклого функционала типа Гурса-Дарбу 

Пусть  ∞+→×× RR]S,0[]T,0[:f n2
0 , ∞+→×ϕ RR]T,0[: n2

1 , ∞+→×ϕ RR]S,0[: n2
2   

нормальные интегранты,  ∞+→ RRq n4:   функция. 
Рассмотрим минимизации функционала типа Гурса-Дарбу  

   
))S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(qs))ds(0,us),u(0,(s, (t,0))dtuu(t,0),(t,

tds)d)s,t(u)s,t(u)s,t(A)s,t(u)s,t(As),u(t,s,(t,fJ(u)

S

0
s2

T

0
t1

T

0

S

0
tss2t10

+ϕ+ϕ+

+++=

∫∫

∫ ∫

              (6)    
в пространстве  ])S,0[]T,0([An

p × ,  где  +∞<≤ p1 .  
              Требуется  найти  необходимое условие оптимальности решения задачи  (6).   

                Пусть   +∞<≤ p1 , 
1p

1
p
1 =+ ′ ,  }0)s,t(k:])S,0[]T,0([L)(k{])S,0[]T,0([L 11 ≥×∈⋅=×+

. 

Лемма 3.1.  Если функции  )zz,s,(t,fs)(t, 10→ , )u,u(t, 211ϕ→t , 
),(s,s 212 υυϕ→  измеримы при  

n
1 Rzz, ∈ , 

n
21 Ru,u ∈ , 

n
21 R, ∈υυ , существуют  

функции ])S,0[]T,0([L)(k 1 ×∈⋅ +
, 

])S,0[]T,0([L)(c p ×∈⋅ +
′ , ]S,0[L)(k],T,0[L)(k 1211

++ ∈⋅∈⋅ , 
],T,0[L)(c p1

+
′∈⋅  ]S,0[L)(c p2

+
′∈⋅ ,  числа  0>λ  и   0>α  такие, что  

                        111010 w)s,t(cw)s,t(k)ww,s,(t,f-),s,(t,f −υ+−υ≤υυ , 

                                ,yy)t(cxx)t(k)y,x,t()y,x,t( 11111111 −+−≤ϕ−ϕ  
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        )zuzuzuzu()z,z,z,z(q)u,u,u,u(q

,y~y~)s(cx~x~)s(k)y~,x~,s()y~,x~,s(

4433221143214321

12121122

−+−+−+−λ≤−

−+−≤ϕ−ϕ

 
при  α≤−υ )s,t(u , α≤− )s,t(uw , n

11 Rw, ∈υ , α≤− )0,t(ux , α≤− )0,t(ux1 ,  
n

1 Ry,y ∈ , α≤− )s,0(ux~ , α≤− )s,0(ux~1 , n
1 Ry~,y~ ∈ , α≤− )0,0(uu1 ,  

α≤− )0,0(uz1 , α≤− )0,T(uu2 , α≤− )0,T(uz2 ,  α≤− )S,0(uu3 ,  

α≤− )S,0(uz3 , α≤− )S,T(uu4 , α≤− )S,T(uz4   и   )u(J  конечен,  то  

функционал  )(uJ  удовлетворяет условию Липшица в окрестности точки  )(u ⋅  
в  ])S,0[]T,0([An

p × ,  где   +∞<≤ p1  .    
         Пусть X  банахово пространство, ∞+→ RX:g , gdomx0 ∈ . Если  g  
липшицева функция вблизи 0x , то положим (см.[15, c.32]) 

 
λ
−λ+

=
↓λ→

)y(g)xy(gsuplim)x;x(g
0,xy

0
]1[

0

, 

}Xx приx,x)x;x(g:Xx{)x(g 0
]1[

0C ∈≥∈=∂ ∗∗∗ .  

        Обозначим  ),(),,( yxfyxtf tCC ∂=∂ . 
 Теорема 3.1.  Если выполняются условия леммы 3.1 и )s,t(u   минимизирует 

функционал J(u)   в окрестности точки  )(⋅u   в пространстве  ])S,0[]T,0([An
p × ,  

где  +∞<≤ p1 ,  то существуют функции  

])S,0[]T,0([L)(p n
p ×∈⋅ ′ , ])S,0[]T,0([A)(v n

1 ×∈⋅ , 
],0[)( 1,11 TWv n∈⋅

,  ],0[)( 1,12 SWv n∈⋅   

и constStvsTv == ),(),(   при  ]T,0[t ∈ , ]S,0[s∈   такие, что  
     1)  s))(t,us)(t,us)(t,As)(t,us)(t,As),(t,us,(t,f))s,t(p,)s,t(v( tss2t10Cts ++∂∈− , 

       2) ),s,t(vdt)s,t(ps)(t,Ad)s,(ps),(Ads)s,t(ps)(t,Ad),t(p)(t,A)s,t(p
t

0

T

0
22

s

0

S

0
11 +−τττ+−ννν= ∫ ∫∫ ∫ ∗∗∗∗   

       3)    
(t,0))u(t,0),u(t,))(),(s)(t,),()0,(( t11

0
11 ϕC

S

t tvdsstpAtvtv ∂∈−− ∫ ∗

,        

       4 )  
s))(0,us),(0,u(s,))(),(s)(t,),(),0( s2

0
222 ϕC

T

s svdtstpAsvsv ∂∈−− ∫ ∗

, 
     5) ∈−−−− ))S,T(v),S,0(v)S(v),0,T(v)T(v),0(v)0(v)0,0(v( 2121  
              )).S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u(qC∂∈  

 Доказательство.  По условию существует число 00 >α  такое, что )u(J  
конечен  и  )u(J)u(J ≤  при  ])S,0[]T,0([Au n

p ×∈ ,  0A n
p

uu α≤− . По лемме 3.1  

функционал  )u(J  удовлетворяет  условию Липшица в  окрестности точки  
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)(u ⋅   в  ])S,0[]T,0([An
p × .  Поэтому  0)u;u(J ]1[ ≥    при   ])S,0[]T,0([A)(u n

p ×∈⋅ . По 
теореме Фату  (см.[3, c.97])   имеем, что 

∫ ∫ ++=≤
λ

υ−λ+υ
=

↓λ
→υ

T

0

S

0
s2t1

[1]
0

u

]1[ s)(t,u)s,t(As)(t,u)s,t(As),(t,u(s,(t,f)u(G)(J)u(Jsuplim)u;u(J
0

  

    ++++ ))dtds)s,t(u)s,t(u)s,t(A)s,t(u)s,t(As),(u(t,s));(t,u tss2t1ts  

  +ϕ+ϕ+ ∫∫
S

0
ss

]1[
2

T

0
tt

]1[
1 s)))ds(0,us),(u(0,s));(0,us),(0,u((s, (t,0)))dtu(u(t,0),(t,0));u(t,0),u((t,  

          ))).S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u());S,T(u),S,0(u),0,T(u),0,0(u((q ]1[+  

при ])S,0[]T,0([A)(u n
p ×∈⋅ . Так как 0)s,t(u =  минимизирует функционал )u;u(J ]1[

 

в ])S,0[]T,0([An
p × , то 0)s,t(u =  также минимизирует функционал )u(G  в 

])S,0[]T,0([An
p × . Легко проверяется для функционала  )u(G  также 

выполняются условия теоремы  2.3.  Поэтому  существуют функции 

])S,0[]T,0([L)(p n
p ×∈⋅ ′ , ])S,0[]T,0([A)(v n

1 ×∈⋅ , ]T,0[W)(v n
1,11 ∈⋅ , ]S,0[W)(v n

1,12 ∈⋅   и  
const)S,t(v)s,T(v ==   при  ]T,0[t ∈ , ]S,0[s∈  такие, что выполнены  соотношения  

1) -  5)    теоремы  2.3. Теорема доказана. 
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ON THE EXTREME PROBLEM OF GOURSAT-DARBOUX TYPE 
 

M.A. SADYGOV 
 

          Institute of Applied Mathematics of Baku State University, Baku, Azerbaijan 
 
       Abstract.  In this paper, a nonsmooth variational problem of a special form of Gursa-
Darbu type is considered and a necessary and sufficient condition for the optimality of its 
solution are obtained. First, a convex variational problem of a special form of Gursa-Darbu 
type is studied, and with its help a non-convex variational problem of a special form of 
Gurs-Darbu type is studied.  
 
Keywords: Variational problem, Goursat-Darboux, Necessary condition. 
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